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Re´sume´
Pour un polye`dre riemannien, nous e´tudions les formes apparaissant comme
boule unite´ de la norme stable unidimensionnelle (boule stable). Dans le cas
d’un polye`dre riemannien unidimensionnel (graphe), nous montrons que la
boule stable est un polytope dont les sommets sont comple`tement de´crits par
la combinatoire du graphe. Nous e´tudions ensuite les formes re´alisables comme
boule stable de varie´te´s riemanniennes de dimension plus grande que trois.
Nous montrons que, pour une varie´te´ riemannienne (M, g) fixe´e, une large
classe de polytopes peut apparaˆıtre comme boule stable d’une me´trique dans
la classe conforme de g. Nous utilisons pour cela une technique polye`drale.
Mathematics Subject Classification (2000) : 05C38, 52B05, 53C20, 53C23.
Mots clefs : varie´te´ riemannienne, polye`dre riemannien, norme stable, boule unite´.
1 Introduction
1.1 Enonce´ des re´sultats
Pour un polye`dre fini riemannien (M, g) de classe C0, l’homologie re´elle posse`de
une norme naturelle appele´e masse ou norme stable (voir [6], [7]). Cette norme
est particulie`rement inte´ressante pour l’homologie de dimension 1 : elle controˆle
le comportement a` l’infini de la ge´ome´trie releve´e sur le reveˆtement homologique
correspondant. Nous rappelons ici la plus ge´ome´trique des de´finitions en renvoyant
le lecteur a` [6] pour les diffe´rentes approches et la de´monstration des e´quivalences
entre celles-ci.
De´finition 1 Soit v ∈ H1(M,R) une classe entie`re. On pose
‖v‖g = lim
n→+∞
Lg(γn)
n
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ou` γn est la plus petite courbe ferme´e re´alisant la classe n.v et Lg de´signe la longueur
respectivement a` g. Cela de´finit par continuite´ une norme sur H1(M,R) appele´e
norme stable. On pose alors :
Bst(g) = {u ∈ H1(M,R) | ‖u‖g ≤ 1}.
Un point s de H1(M,R) est dit de direction rationnel si il existe une classe
entie`re v telle que s ∈< v > la droite engendre´e par v. Dans le cas contraire, le
point est dit de direction irrationnelle.
Les varie´te´s riemanniennes et les polye`dres unidimensionnels (ou graphes) con-
stituent deux sous-classes naturelles de polye`dres riemanniens pour lesquelles nous
allons e´tudier les formes re´alisables comme boule unite´ de la norme stable associe´e
a` une me´trique.
Nous commenc¸ons par e´tudier la classe des graphes finis. La me´trique naturelle
d’un graphe ponde´re´ est celle induite par la me´trique sur ses areˆtes vues comme
intervalles de longueur donne´e par le poids. Comme nous le de´montrons dans la
section 2.1, la boule unite´ de la norme stable d’un graphe ponde´re´ est toujours
un polytope. On peut de´crire comple`tement la forme de ce polytope en terme de
la combinatoire du graphe. Pour cela, e´tant donne´ un graphe G, un chemin ferme´
oriente´ parcourant tous ses sommets une seule fois est dit circuit simple oriente´.
Deux circuits simples qui co¨ıncident ge´ome´triquement et sont de meˆme orientation,
mais qui diffe`rent par leur point initial sont identifie´s. On conside`re l’espace vectoriel
C(G,R) engendre´ par les areˆtes de G apre`s le choix d’une orientation arbitraire. A
chaque circuit simple oriente´ est associe´ un vecteur de C(G,R) - la somme (avec les
signes ne´cessaires) des areˆtes formant ce circuit. Les vecteurs ainsi construits sont
de nouveau appele´s circuits simples oriente´s. Notons qu’a` un circuit ge´ome´trique
simple correspond deux circuits simples oriente´s.
The´ore`me A Soit (G,w) un graphe ponde´re´. On note {Cj}j∈J l’ensemble de ses
circuits simples oriente´s.
Alors la boule unite´ de la norme stable pour la me´trique w dans H1(G,R)
co¨ıncide avec l’enveloppe convexe dans C(G,R) des vecteurs {Cj/‖Cj‖w}j∈J .
A premier nombre de Betti b fixe´, le nombre de circuits simples oriente´s d’un
graphe admet une majoration e´vidente :
Corollaire A Soit (G,w) un graphe ponde´re´ de premier nombre de Betti b. Alors
la boule unite´ de sa norme stable est un polytope b-dimensionnel dont le nombre de
sommets est majore´ par 2(2b − 1).
Etant fixe´e une varie´te´ ferme´e M , nous allons nous inte´resser maintenant aux
normes qui peuvent eˆtre re´alise´es comme norme stable d’une me´trique lisse (i.e de
classe C∞).
The´ore`me B Soit (M, g) une varie´te´ ferme´e riemannienne lisse de dimension
m ≥ 3 et de premier nombre de Betti b ≥ 1 . On conside`re un polytope fini convexe
K de H1(M,R), a` syme´trie centrale, tel que son inte´rieur soit non vide et les
directions de ses sommets soient rationnelles. Alors il existe une me´trique g′ lisse
sur M conforme a` g telle que
Bst(g
′) = K.
On en de´duit imme´diatement le corollaire suivant :
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Corollaire B Soient (M, g) une varie´te´ riemannienne de dimension m ≥ 3 et de
premier nombre de Betti b ≥ 1 et ‖ · ‖ une norme sur l’espace vectoriel H1(M,R).
Pour tout ε > 0, il existe une me´trique g(ε) conforme a` g telle que
‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖g(ε) ≤ (1 + ε)‖ · ‖.
1.2 Historique
Nous re´capitulons ici l’ensemble des re´sultats traitant de la question suivante :
e´tant fixe´e une varie´te´M , quelles normes peuvent eˆtre re´alise´es comme norme stable
associe´e a` une me´trique g ?
Cas du tore bidimensionnel. M.Morse [12] a tout d’abord remarque´ que la
norme stable du tore bidimensionnel T2 associe´e a` une me´trique lisse est strictement
convexe. V. Bangert [4] a ensuite montre´ le re´sultat suivant :
The´ore`me 1 Soit (T2, g) un tore riemannien lisse. La norme stable est
diffe´rentiable dans les points de direction irrationnelle et est diffe´rentiable dans
les points de direction rationnelle si et seulement si le tore est feuillette´ par les
ge´ode´siques minimisantes repre´sentant l’e´le´ment correspondant de H1(T
2,Z).
Cas des surfaces. On note Σh la surface ferme´e orientable de genre h. On se
fixe une me´trique g lisse. Un sous-espace affine support de Bst(g) est un sous-
espace affine H tel que H ∩ Bst(g) = H ∩ ∂Bst(g). On dit d’un sous-ensemble F
de ∂Bst(g) qu’elle est une face plate si il existe un sous-espace affine support H tel
que F = H ∩ ∂Bst(g). La dimension de F est alors de´finie comme la dimension de
l’espace affine A qu’elle engendre et l’inte´rieur de F est son inte´rieur dans A. Enfin
une face plate est rationnelle si elle co¨ıncide avec l’enveloppe convexe de points
de ∂Bst(g) de direction rationnelle. Dans [9], D.Massart montre que l’ensemble
des faces contenant un point de ∂Bst(g) dans leur inte´rieur peut eˆtre ordonne´ par
inclusion et admet un maximum unique. Il montre e´galement le re´sultat suivant :
The´ore`me 2 Soit g une me´trique lisse sur Σh avec h ≥ 2.
1. La dimension d’une face plate est majore´e par h− 1.
2. Tout point de direction rationnelle est contenu dans une face plate rationnelle de
dimension h− 1.
3. En un point v de ∂Bst(g) de direction rationnelle, la norme stable est diffe´rentiable
seulement dans les directions tangentes a` F , ou` F est la face plate rationnelle max-
imale contenant v dans son inte´rieur.
On en de´duit imme´diatement que la norme stable d’une surface (Σh, g) de genre
h ≥ 2 n’est donc ni lisse, ni strictement convexe, ni de´finie par un polytope. Remar-
quons e´galement qu’il existe une infinite´ de points expose´s de direction rationnelle
pour de telles surfaces (un point est dit expose´ si la face rationnelle maximale le
contenant dans son inte´rieur est re´duite a` ce point) (voir [10]).
Dans [11], D.Massart relie la de´rivabilite´ de la norme stable en une classe
d´homologie au degre´ d’irrationalite´ de cette classe. Plus pre´cise´ment, une classe
d´homologie v est dite k-irrationnelle si k est la dimension du plus petit sous-espace
de H1(Σh,R) engendre´ par des classes entie`res et contenant v.
The´ore`me 3 Soit g une me´trique lisse sur Σh avec h ≥ 1. En une classe v d’ho-
mologie k-irrationnelle, la norme stable est diffe´rentiable dans au moins k − 1 di-
rections non radiales.
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Cas des dimensions supe´rieures. G.A.Hedlund a construit pour le tore de di-
mension 3 une me´trique Riemannienne [8] pour laquelle la norme stable est donne´e
par un octae`dre re´gulier. Cet exemple est fondamental, puisqu’il montre que la
situation en dimension plus grande que 3 est radicalement diffe´rente de celle en
dimension 2 : les polytopes peuvent apparaˆıtre comme boule unite´ d’une norme
stable associe´e a` une me´trique.
D’autre part, D.Burago, S.Ivanov et B.Kleiner [5] ont de´montre´ le re´sultat suiv-
ant, qui ge´ne´ralise le re´sultat de V.Bangert :
The´ore`me 4 Soit (Tn, g) un tore riemannien de classe C3 de dimension n ≥ 2.
Soit v un point de direction irrationnelle. Alors la norme stable est diffe´rentiable
en v dans au moins une direction non radiale.
Dans ce meˆme papier, les auteurs montrent que, pour tout entier k, il existe
un entier n et une me´trique de classe Ck sur Tn telle que pour presque tous les
points de direction irrationnelle v, la norme stable soit non diffe´rentiable en v. Cela
montre qu’une ge´ne´ralisation comple`te du the´ore`me de V.Bangert concernant les
directions irrationnelles est impossible.
Les auteurs expriment leurs remerciements a` D.Massart pour d’instructives et
de stimulantes conversations.
Le papier est organise´ de la manie`re suivante : les sections 2 et 3 correspondent
respectivement aux de´monstrations des the´ore`mes A et B.
2 Norme stable des graphes
2.1 Rappels sur les graphes
Commenc¸ons par quelques de´finitions. Un graphe ponde´re´ est une paire (G,w)
ou` G = (V,E) est un multigraphe fini connexe non oriente´ et w est une fonction
poids sur les areˆtes w : E → R+. Un multigraphe de´signe un graphe dans lequel
on autorise les areˆtes multiples et les boucles. On appelle w(e) le poids d’une areˆte.
Tout graphe est naturellement identifie´ a` un graphe ponde´re´ dans lequel le poids
de chaque areˆte vaut 1.
On se fixe pour la suite un graphe ponde´re´ (G,w) de premier nombre de Betti b.
On choisit pour chaque areˆte une orientation arbitraire, notons ces areˆtes {ei}ki=1.
L’espace vectoriel C(G,R) engendre´ par les areˆtes oriente´es {ei}ki=1 co¨ıncide avec
l’espace des chaˆınes simpliciales du complexe simplicial G :
C(G,R) = {
k∑
i=1
ai.ei | ai ∈ R pour i = 1, . . . , k}.
Comme les graphes n’ont pas de cellule pour les dimensions plus grandes que 2,
l’homologie de G de dimension 1 a` coefficients re´els H1(G,R) est plonge´e naturelle-
ment dans C(G) comme un sous-espace vectoriel de dimension b. L’homologie de G
de dimension 1 a` coefficients entiers H1(G,Z), en l’absence de torsion dans ce cadre
unidimensionnel, constitue un re´seau du sous-espace H1(G,R) (comparer avec [2]).
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Pour u =
∑k
i=1 ui.ei ∈ C(G,R), on note
|u|w,1 =
k∑
i=1
wi|ui|, (2.1)
ou` wi = w(ei) pour i = 1, . . . , k. On voit facilement que cette norme co¨ıncide avec
la norme stable ‖ · ‖w sur H1(G,R). En effet, la norme stable de v ∈ H1(G,R) est
donne´e par la formule
‖v‖w = inf{
s∑
i=1
|αi|w(σi) | v =
s∑
i=1
αi[σi], αi ∈ R et σi ∈ E}.
Cette de´finition est e´quivalente a` la de´finition 1 (voir [6]).
La boule stable Bst(G,w) est donc l’intersection de la boule unite´ de la norme
| · |w,1 dans l’espace des areˆtes C(G,R) avec le sous-espace vectoriel de dimension b
image par le plongement naturel de l’homologie re´elle de G de dimension 1.
2.2 De´monstration du the´ore`me A
La de´monstration du the´ore`me A est une conse´quence imme´diate des lemmes
suivants.
Lemme A1 Tout circuit simple oriente´ de G, identifie´ au vecteur correspondant de
C(G,R), est proportionnel a` un sommet de Bst(G,w). Le facteur de proportionnalite´
est exactement la longueur de ce circuit.
De´monstration. Notons Bw,1 la boule unite´ pour la norme (2.1) dans C(G,R).
Comme
Bst(G,w) = Bw,1
⋂
H1(G,R),
les sommets de Bst(G,w) sont donne´s par les points d’intersection de H1(G,R) avec
l’inte´rieur des faces de Bw,1 de codimension plus grande ou e´gale a` b dans le cas ou`
cette intersection est re´duite a` un point. Pour C un circuit simple oriente´, on note
C =
∑
i∈I(C)
εiei (2.2)
son de´veloppement dans la base des areˆtes {ei}
k
i=1 (ici, εi = ±1). Il est e´vident que
le nombre |I(C)| des areˆtes dans (2.2) n’exce`de pas k − b+ 1. On conside`re la face
|I(C)| − 1 dimensionnelle F (C) de Bw,1 contenant les vecteurs
εi
w(ei)
ei, i ∈ I(C).
On voit facilement que
X =
1
‖C‖w
C =
1∑
i∈I(C)
w(ei)
∑
i∈I(C)
εiei
est un point de int(conv({ εiw(ei)ei, i ∈ I(C)})) ou` conv(A) de´signe l’enveloppe con-
vexe d’un ensemble fini de points A et int(B) de´signe l’inte´rieur d’un ensemble
B.
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On montre alors que l’intersection H1(G,R)
⋂
int(F (C)) est re´duite a` ce point.
En effet, si v est un autre point deH1(G,R)
⋂
int(F (C)), les points v etX de´finissent
un segment contenu dans l’intersection. Ceci implique qu’il existe des points d’in-
tersection entre H1(G,R) et F (C) dans un voisinage arbitraire de X . Autrement
dit, il existe des points d’intersection (diffe´rents de X) appartenant a` l’enveloppe
convexe des { εiw(ei)ei, i ∈ I(C)}. Si u est un tel point, on peut e´crire u comme une
combinaison line´aire des { εiw(ei)ei, i ∈ I(C)} dont les coefficents sont tous non nuls :
u =
∑
i∈I(C)
αi
εi
w(ei)
ei.
On comple`te alors le vecteur C en une base de H1(G,R) forme´e de circuits simples
{C1 = C,C2, . . . , Cb} de sorte que, pour chaque i dans {1, . . . , b}, il existe une
areˆte fi contenue dans Ci et n’appartenant pas aux Cj pour j 6= i. L’analyse de
la de´composition du vecteur u dans cette base nous montre que le vecteur u est
ne´cessairement proportionnel a` C. D’ou` une contradiction.
Maintenant, comme dim(F (C)) ≤ k− b, le vecteur C/‖C‖w est bien un sommet
de Bst(G,w). Ceci ache`ve la de´monstration. 
Lemme A2 Soient C1 et C2 deux circuits simples oriente´s. Alors il existe des
circuits simples oriente´s {Dj}j∈J (non uniquement de´finis) pour lesquels chaque
areˆte n’est parcourue que dans un seul sens et tels que dans H1(G,R) :
[C1 + C2] =
∑
j∈J
[Dj ].
De´monstration. On note {ei}i∈I les areˆtes de G figurant dans C1 et C2 avec des
directions oppose´es. On oˆte les areˆtes {ei}i∈I de la reunion C1
⋃
C2. Notons C la
courbe obtenue. Elle posse`de une orientation induite par celles de C1 et de C2. En
suivant cette orientation, C se se´pare naturellement en quelques courbes ferme´es et
oriente´es {Pl}l∈L. Cette repre´sentation pre´serve la classe d’homologie :
[C1 + C2] =
∑
l∈L
[Pl].
Chaque courbe Pl n’est pas, en ge´ne´ral, un circuit simple car elle peut avoir des
auto-intersections : des sommets, ou bien des areˆtes parcourues plusieurs fois dans la
meˆme direction. On part d’un point d’auto-intersection et on parcourt Pl en suivant
l’orientation. En revenant au point de de´part pour la premie`re fois, nous coupons
Pl en deux courbes ferme´es et oriente´es. Chacune de ces deux nouvelles courbes a
moins d’auto-intersections que la courbe initiale Pl. En re´pe´tant suffisamment ce
proce´de´, nous obtenons un certain nombre de circuits simples qui engendrent la
classe [Pl]. On applique ce proce´de´ pour chaque Pl, l ∈ L. L’ensemble des circuits
simples obtenus est note´ {Dj}j∈J . Pour achever la de´monstration, il reste a` remar-
quer que, par construction, les circuits simples oriente´s construits n’ont pas d’areˆte
commune parcourue dans des directions oppose´es. 
Lemme A3 Pour chaque classe entie`re a ∈ H1(G,Z), il existe des circuits simples
{Cs}s∈S (non uniquement de´finis) tels que
a =
∑
s∈S
[Cs] et ‖a‖w =
∑
s∈S
‖Cs‖w.
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De´monstration. Comme les circuits simples oriente´s engendrent H1(G,Z), nous
pouvons pre´senter une classe fixe´e a ∈ H1(G,Z) comme une somme de circuits
simples oriente´s :
a =
∑
r∈R
[Dr]. (2.3)
Remarquons que la repre´sentation (2.3) n’est pas uniquement de´finie et que cer-
tains circuits figurent, en ge´ne´ral, plusieurs fois dans cette somme. En appliquant
syste´matiquement le lemme A2 sur chaque paire de circuits (Dr1 , Dr2) ayant des
areˆtes en commun parcourues dans des directions oppose´es, nous arrivons au bout
de ce proce´de´ ite´ratif sur une nouvelle repre´sentation par des circuits {Cs}s∈S
ve´rifiant le lemme. 
Lemme A4 Soit (G,w) un graphe ponde´re´ dont la fonction poids w est a` valeurs
rationnelles. Alors chaque sommet de Bst(G,w) est proportionnel a` un circuit simple
oriente´ de G.
De´monstration. On conside`re un sommet X de Bst(G,w). On sait que c’est l’u-
nique point d’intersection de H1(G,R) et d’une face de Bw,1 de codimension plus
grande ou e´gale a` b. Comme les poids {w(ei), 1 ≤ i ≤ k} sont rationnels, les
coordonne´es des sommets de Bw,1 sont rationnelles. Le sous-espace H1(G,R) est
engendre´ par des vecteurs dont les coordonne´es sont entie`res. Ceci implique que les
coordonne´es de X sont rationnelles. On constate donc queX = λa, ou` a ∈ H1(G,Z)
est un vecteur indivisible et λ est un facteur rationnel positif. On a e´galement
1 = ‖X‖w = λ‖a‖w. (2.4)
De´composons a en circuits simples oriente´s selon le lemme A3 :
a =
∑
s∈S
[Cs].
On tire alors du lemme A3 et de (2.4) l’e´galite´ suivante :
X =
1∑
s∈S
‖Cs‖w
∑
s∈S
(
‖Cs‖w
(
1
‖Cs‖w
[Cs].
))
(2.5)
D’apre`s le lemme A1, les vecteurs [Cs]/‖Cs‖w pour s ∈ S sont des sommets de
Bst(G,w) et (2.5) implique a` son tour que X est un point de l’inte´rieur de l’en-
veloppe convexe de ces points. Comme X est un sommet, on obtient donc que
S contient un seul circuit (la re´pe´tition d’un unique circuit n’e´tant pas possible,
puisque a a e´te´ choisi indivisible). La de´monstration est ache´ve´e. 
Les lemmes A1 et A4 impliquent le the´ore`me A pour tout graphe ponde´re´
dont la fonction poids est a` valeurs rationnelles. D’autre part, ces lemmes mon-
trent e´galement que les directions des sommets de Bst(G,w) (w e´tant a` valeurs
rationnelles) sont uniquement de´finies et ne de´pendent que des circuit simples.
Ceci, par continuite´, implique le re´sultat pour des poids quelconques.
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3 Polytope et classe conforme
La de´monstration du the´ore`me va de´couler de plusieurs propositions techniques.
On travaille dans la classe des me´triques simpliciales. Ce sont des me´triques lisses
sur chaque simplexe d’une triangulation lisse avec une condition naturelle de co¨ınci-
dence sur les faces communes. Pour plus de de´tails, le lecteur pourra consulter [1].
3.1 Pre´paratifs
Lemme B1 Soient (Xi, hi), i = 1, 2 deux varie´te´s munies de me´triques simpli-
ciales et f : X1 −→ X2 une application simpliciale contractant les distances. On
note f∗ l’application induite sur les homologies re´elles unidimensionnelles. Alors
f∗(Bst(h1)) ⊂ Bst(h2).
De´monstration. Soit a un e´le´ment de H1(X1,Z) et supposons que γn soit une
courbe ferme´e lisse par morceaux re´alisant la classe na. Comme f contracte les
distances, on a lh1(γn) ≥ lh2(f(γn)), ce qui implique que
‖a‖h1 ≥ ‖f∗(a)‖h2 . (3.1)
Par continuite´ de la norme, l’ine´galite´ (3.1) est valable pour toute classe re´elle. On
en de´duit le re´sultat. 
On note {s1, . . . , sk} un sous-ensemble de sommets de K tels que
K = convs{s1, . . . , sk}
ou` convs de´signe l’enveloppe convexe du syme´trise´ d’un ensemble. Les sommets de
K e´tant rationnels, on peut trouver pour tout i = 1 . . . k un nombre li > 0 tel que
si = li.vi,
ou` vi est un vecteur entier indivisible. On se fixe k courbes de M lisses, disjointes,
ferme´es et simples note´es γ1, . . . , γk telles que [γi] = vi pour i = 1, . . . , k. On les
suppose parame´trise´es par longueur d’arc respectivement a` la me´trique donne´e g.
Lemme B2 Dans (M, g), il existe k voisinages tubulaires disjoints {Ui}ki=1 des
courbes {γi}ki=1 et une me´trique g1 lisse conforme a` g tels que
1. lg1(γi) = l
−1
i , 1 ≤ i ≤ k ;
2. les Ui sont fibre´s par des disques g1-orthogonaux a` γi et les projections
pi : Ui −→ γi le long de ces disques contractent les g1-distances.
De´monstration. On se fixe ε > 0 suffisamment petit pour que les ε-voisinages
tubulaires des courbes γi respectivement a` la me´trique g soient disjoints et qu’ils
soient fibre´s par des disques g-ge´odesiques orthogonaux aux γi. Notons Ui ces voisi-
nages tubulaires. On choisit une fonction λ strictement positive sur M qui soit
constante e´gale a` li.lg(γi)
−1 sur Ui. La metrique ĝ = λ
2g ve´rifie la proprie´te´ 1.
et les disques fibrant Ui sont toujours ge´odesiques et ortogonaux aux γi pour la
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me´trique ĝ. Puisque ĝ est conforme a` g, et pour simplifier nos futures notations,
nous pouvons supposer que la me´trique de de´part ve´rifie la proprie´te´ 1.
Soit pi : Ui −→ γi le fibre´ normale de γi. On conside`re un syste`me de coor-
donne´es semi-ge´odesique sur Ui :
(s, x2, x3, ..., xm), (3.2)
ou s = x1 est le parame´tre naturel le long de γi et les (x2, x3, ..., xm) = x sont
les coordonne´es ge´ode´siques sur les disques ortogonaux. Ce syste`me est bien de´fini
sur chaque ouvert du type p−1i ([s − δ, s + δ] pour δ > 0 suffisamment petit. Pour
q = (s, x) ∈ Ui, notons e´galement r(q) = dist(q, γi). Alors r2 est une fonction lisse
de´finie sur Ui. Soient {gkl(s, x)}mk,l=1 les coefficients de g dans (3.2). Nous avons
par construction
g11(s, 0) = 1; g1l(s, 0) = 0, 2 ≤ l ≤ m. (3.3)
Tout vecteur tangent v ∈ TqUi s’e´crit dans la base {
∂
∂xk
}mk=1
v = (α, v); ou` v = (v2, v3, ..., vm).
Nous pouvons calculer sa norme :
‖v‖2g = g11(s, x)α
2 + 2α
m∑
k=2
g1k(s, x)vk + ‖v‖
2
g′ , (3.4)
ou` g′ est la restriction de g a` l’espace tangent au disque normal correpondant, sa
matrice co¨ıncidant au bloc de g dual a` g11.
Cherchons maintenant le facteur conforme de´fini sur Ui sous la forme suivante :
λ2i (q) =
1 + ar(q)2
g11(q)
, (3.5)
ou` a est une constante que nous allons choisir afin de ve´rifier la proprie´te´ 2. du
lemme. Sur chaque Ui, pour la me´trique g1 = λ
2
i g, on tire de (3.4) que :
‖v‖2g1 − α
2 = λ2i
(
ag11(s, x)r
2(s, x)
1 + ar2(s, x)
α2 + 2α
m∑
k=2
g1k(s, x)vk + ‖v‖
2
g′
)
. (3.6)
Compte-tenu de (3.3), on a
|
m∑
k=2
g1kvk| ≤ Ar(s, x)‖v‖g′
pour une constante A > 0 approprie´e. Nous obtenons alors de (6) l’ine´galite´ suiv-
ante :
‖v‖2g1 − α
2 ≥ λ2i
(
ag11r
2
1 + ar2
α2 − 2A|α|r‖v‖g′ + ‖v‖
2
g′
)
. (3.7)
Nous avons dans les parenthe`ses une forme quadratique en les arguments |α|r
et ‖v‖g′ , qui est positive si
ag11
1 + ar2
> A2.
Prenons a = 2A2, alors cette ine´galite´ est ve´rifie´e pour r = 0 en accord avec (3.3).
On en de´duit par continuite´ qu’elle est ve´rifie´e sur l’ouvert Ui tout entier si l’on a
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choisi ε suffisamment petit au de´part. Finalement, pour le facteur conforme (3.5)
avec a = 2A2, on obtient de (3.7)
‖v‖g1 ≥ |α|
et la proprie´te´ 2. est donc ve´rifie´e.
Pour achever la de´monstration, il reste a` prolonger les facteurs locaux conformes
{λi}ni=1 en une fonction lisse λ strictement positive. 
3.2 Construction d’une me´trique de re´fe´rence
Nous allons commencer par construire une me´trique de re´fe´rence sur M pour
laquelle la boule unite´ de la norme stable est bien le polytope demande´. Cette
me´trique n’appartient en ge´ne´ral pas a` la classe conforme de la me´trique de de´part.
Proposition B3 Il existe une me´trique lisse h sur M tel que
1. ‖ dγi(s)ds ‖h = ‖
dγi(s)
ds ‖g1 , ou` s est le parame`tre g1-naturel le long des γi ;
2. Bst(M,h) = K.
De´monstration. La de´monstration se de´roule en deux e´tapes. Dans la premie`re,
on montre que l’on peut se ramener a` construire une me´trique simpliciale sur M
re´alisant le polytope K comme boule stable, et dans une seconde e´tape, on explicite
la construction de cette me´trique simpliciale.
Lemme B4 Supposons qu’il existe une me´trique ĥ sur M simpliciale, telle que :
1. Bst(ĥ) = K.
2. ∃ε > 0 tels que la me´trique ĥ soit lisse sur les ε-voisinages tubulaires Uε(γi) de
γi (qui sont disjoints).
3. les γi sont des ge´ode´siques minimisantes de longueur lĥ(γi) = |vi|st = l
−1
i .
Alors la proposition est ve´rifie´e.
De´monstration du lemme. On se fixe une me´trique lisse h′ sur M , qui co¨ıncide
avec ĥ sur les Uε(γi). On peut choisir une fonction ζ lisse, telle que ζ = 1 sur
Uε/3(γi), ζ = L sur M \ ∪
k
i=1U2ε/3(γi) et qui soit croissante sur chaque Uε(γi) re-
spectivement a` la coordonne´e radiale. On choisit L suffisamment grand pour que la
me´trique h = ζ.h′ ≥ ĥ. Pour i = 1, . . . , k, vi ∈ Bst(h). On conclut alors en utilisant
le lemme B1 et la convexite´ de la boule stable. 
Nous allons maintenant construire une me´trique simpliciale satisfaisant les hy-
pothe`ses du lemme B4. Soit Tb = H1(M,R)/i(H1(M,Z)) le jacobien de M (i
de´signe l’inclusion canonique). On conside`re une me´trique euclidienne h0 sur T
b telle
que pour toute courbe γ telle que [γ] =
∑k
i=1 αi.vi ou` αi ∈ N pour tout i = 1, . . . , k,
lh0(γ) ≥
∑k
i=1 |αi|.l
−1
i +3. Fixons un point x0 de T
b. Soient ∨ki=1Ci un bouquet de
k cercles pointe´ en un point x1. On forme un graphe Γ en ajoutant a` x1 une areˆte
note´e a dont une des extre´mite´s est libre. Soit h′0 une me´trique simpliciale sur Γ
telle que lh′
0
(Ci) = l
−1
i et lh′0(a) = 1. On fixe sur T
b une triangulation line´aire telle
que x0 soit un 0-simplexe. On conside`re le complexe simplicial (P1, h1) forme´ en
recollant l’extre´mite´ libre de (Γ, h′0) a` (T
b, h0) en x0 (voir figure 1).
On a une application e´vidente f1 : P1 → Tb qui est l’identite´ sur Tb et qui
envoie Ci sur ci la ge´ode´sique minimisante re´alisant vi base´e en x0 en dilatant les
distances.
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T b
Γ
x 0x1
Fig. 1 – Le complexe P1
Comme f1 est l’identite´ sur Tb, l’application induite en homologie
(f1)∗ : H1(P1,R) → H1(T
b,R) est surjective. Pour i = 1, . . . , k, on re´alise le
cylindre de l’application (f1)|Ci : Ci → ci de sorte que l’areˆte a co¨ıncide avec
une ge´ne´ratrice du cylindre Zi. On obtient ainsi un nouveau complexe simplicial
P2 dont P1 ⊂ P2 est un sous-complexe. Remarquons e´galement que T b ⊂ P2 est
un re´tract par de´formation. On prolonge la me´trique h1 de P1 a` P2 de la manie`re
suivante. On note qi la longueur de la concate´nation de C˜i = a ⋆ Ci ⋆ a
−1 et ci.
Soit pi : S
1
i → C˜i ⋆ ci une application line´aire contractant deux fois les distances.
Pour i = 1, . . . , k, on conside`re le cylindre de cette application, et on recolle une
demi-sphe`re deux-dimensionnelle de rayon qi/π isome´triquement le long de S
1
i (qui
est de longueur 2qi). On note h2 la me´trique induite par notre construction.
Clairement,
H1(P2,R) ≃ H1(T
b,R).
Remarquons que pour toute courbe lisse par morceaux γ ⊂ P2, il existe une
courbe γ′ ⊂ P1 telle que [γ] = [γ′] et lh2(γ
′) ≤ lh2(γ).
Lemme B5
Bst(h2) = K.
De´monstration du lemme. Il est clair qu’une courbe minimisante de (P2, h2)
est contenue dans P1. On se fixe une classe entie`re v appartenant au sous-re´seau
∆k engendre´ par {vi}
k
i=1. Etant donne´ n ≥ 1, on choisit βn une courbe re´alisant
n.v. Quitte a` modifier notre courbe βn, on peut supposer que la courbe est obtenue
comme la concate´nation de deux courbes : la premie`re βn,1 est contenue dans T
b et la
seconde βn,2 dans Γ. La classe v appartenant au sous-re´seau∆k, et de la structure de
l’homologie re´elle unidimensionnelle de Γ, on de´duit que v et [βn,2] ∈ ∆k et donc que
[βn,1] ∈ ∆k. On e´crit [βn,1] =
∑k
i=1 αi.[Ci] et comme lh0(βn,1) ≥
∑k
i=1 |αi|.l
−1
i +3,
on peut diminuer la longueur de βn en remplac¸ant la partie βn,1 par la courbe
a ⋆
∏k
i=1 C
αi
i ⋆ a
−1. Ceci entraˆıne que toute courbe minimisante est contenue dans
Γ. Donc |v|st = min{
∑k
i=1 |αi|.l
−1
i | v =
∑k
i=1 αi.vi} pour tout v dans le sous-re´seau
engendre´ par les {vi}ki=1. Par continuite´ de la norme et du fait que rang(∆k) = b
(comme int(K) 6= ∅), on en de´duit le re´sultat. 
On peut remplacer dans notre complexe simplicial P2 les cercles Ci pour i =
1, . . . , k par des tubesm-dimensionnelsCi×Dm−1 ou Ci×̂Dm−1 (selon l’orientabilite´
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des Ui), munis d’une me´trique produit (euclidienne sur D
m−1) dont la projection
radiale contracte les distances et telle que les disques 2-dimensionnels rattache´s
le soient le long d’un cercle du bord de ce tube. On note a` nouveau (P2, h2) le
complexe simplicial obtenu. Cette ope´ration ne modifie pas la forme de la boule
stable.
Soit J : M → Tb ⊂ P2. Etant donne´s les k voisinages tubulaires topologiques
disjoints Ui de γi pour i = 1, . . . , k, on modifie J dans sa classe d’homotopie de
sorte que J (γi) = Ci et que J (Ui) = Ci ×Dm−1 ou Ci×̂Dm−1.
On peut alors approximer J par une application J1 qui soit simpliciale sur M
et qui co¨ıncide avec J dans chaque Ui pour i = 1, . . . , k (voir [13]). La me´trique
J ∗1 (h2) tire´e en arrie`re peut eˆtre de´ge´ne´re´e en-dehors des voisinages tubulaires. On
se fixe une me´trique lisse quelconque h3 sur M et ξ une fonction lisse et croissante
d’argument q ve´rifiant
ξ(q) =
{
0 si q ∈ ∪ki=1Ui(
2ε
3 );
1 si q ∈M \ ∪ki=1Ui(ε).
Alors J1 : (M,J
∗
1 (h2)+ ξh3)→ (P2, h2) contracte les distances et la me´trique ainsi
construite ve´rifie les proprie´te´s annonce´es. 
3.3 De´monstration du the´ore`me B
Sur la varie´te´ initiale (M, g), on conside`re maintenant les objets construits dans
le lemmeB2 et la proposition ci-dessus. On choisit deux fonction lisses et croissantes
d’argument t ve´rifiant
φ(t) =
{
0 si t ≤ ε3 ;
t si 2ε3 ≤ t;
et
ψ(t) =
{
0 si t ≤ ε9 ;
1 si 2ε9 ≤ t;
ou` ε est le rayon des voisinages tubulaires {Ui}ki=1 du lemme B2. On conside`re
un point q ∈ Ui et r(q) la fonction radiale de´finie ci-dessus. Soit ηq(s) l’unique
ge´odesique locale passant par q, orthogonale a` γi et telle que ηq(0) ∈ γi. On de´finit
les applications
Gi : Ui −→ Ui; 1 ≤ i ≤ k
en posant Gi(q) = ηq(φ(r(q))). Remarquons que Gi(q) = q si r(q) ≥
2ε
3 et que
Gi(q) = ηq(0) r(q) ≤
ε
3 . Les applications locales {Gi}
k
i=1 se prolongent en une
application
G : M −→M.
Remarquons que G induit en homologie l’application identite´.
On de´finit maintenant les fonctions locales suivantes
Ψi : Ui −→ R; 1 ≤ i ≤ k
en posant Ψi(q) = ψ(r(q))). Remarquons que Ψi(q) = 1 si r(q) ≥
2ε
9 et que
Ψi(q) = 0 si r(q) ≤
ε
9 . Ces fonctions locales {Ψi}
k
i=1 se prolongent en une fonc-
tion
Ψ :M −→ R.
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Choisissons finalement B > 0 tel que
g′ = (1 +BΨ)g1 ≥ g1 +ΨG∗(h).
On voit facilement par construction et de la proprie´te´ 2. de la proposition B3 que
G : (M, g′)→ (M,h) contracte les distances. Du lemme B1, on tire
Bst(g
′) ⊂ Bst(h) = K.
Par construction, les me´trique g′ et g1 co¨ıncident dans les
ε
9 -voisinages tubulaires
des {γi}ni=1. Ceci avec la proprie´te´ 1. du lemme B2 implique que les sommets de
K appartiennent a` Bst(g′). La convexite´ nous donne alors le re´sultat.
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